12
ANGULOS

Neste capitulo apresenta-se uma das partes dos Problemas Métricos (a outra
é Distancias). Estudam-se aqui os angulos entre retas, entre planos e entre
retas e planos. Veremos que para se determinar a verdadeira grandeza de
um angulo recorre-se, muitas vezes, aos Métodos Geométricos Auxiliares.
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Os angulos no espago

Observam-se aqui os angulos entre retas, entre planos e entre retas e planos no espago. Nas proje-

¢Oes veremos que a verdadeira grandeza (VG) de um angulo nem sempre se determina da forma

direta e simples que estes imagens aparentam, sendo muitas vezes necessario aplicar processos

auxiliares.

r:

rilr
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Angulo entre retas concorrentes

Quando duas retas se cruzam, formam-se quatro
angulos, iguais dois a dois quando néo s&o retos. A
VG do angulo entre duas retas indica-se num dos
angulos de menor abertura.

Angulo entre retas enviesadas

Nos casos em que nao é possivel determinar dire-
tamente o angulo entre duas retas enviesadas, faz-
se cruzar com uma delas uma reta paralela a outra.
O angulo entre as retas enviesadas é igual ao
angulo entre essas retas concorrentes.

Angulo entre dois planos

Tal como acontece com as retas, quando dois pla-
nos se cruzam formam-se quatro angulos, iguais
dois a dois quando ndo séo retos. A VG do angulo
entre eles indica-se num dos de amplitude menor.

Angulo entre uma reta e um plano

A VG do angulo entre uma reta e um plano corres-
ponde a menor amplitude que existe entre as duas
figuras. Podemos imaginar a reta s como resultante
da intersecgédo de um plano perpendicular ao plano
dado, contendo a reta dada.
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Angulos entre retas paralelas ao mesmo plano de projecao

Quando duas retas séo paralelas ao mesmo plano de projecdo, a verdadeira grandeza do angulo

formado por elas determina-se diretamente. Isso é valido tanto para retas concorrentes como para
retas enviesadas.

a,=b, I
n, (t2)=l2 nz=h, I2

.
X
a4
| n
Ny 1 | VG VG 1
b 1
VG ) hy 4

tq

Retas paralelas ao plano horizontal de projecao

A VG do angulo entre duas retas paralelas ao PHP determina-se diretamente nas suas projegbes horizontais.
Nestes exemplos os pares de retas que se apresentam sédo concorrentes, estando sempre presente a reta hori-
zontal. As mesmas situagdes podem ser apresentadas com retas enviesadas.

f, vi

a /\ VG VG hy /
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Retas paralelas ao plano frontal de projeg¢ao

A VG do angulo entre duas retas paralelas ao PFP determina-se diretamente nas suas projecdes frontais. Nes-

tes exemplos apresentam-se pares de retas enviesadas, estando sempre presente a reta frontal. As mesmas
situagdes podem ser apresentadas com retas concorrentes.
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Angulos entre retas paralelas ao plano lateral de projecio

Quando duas retas sao paralelas ao plano lateral de projeg¢éo, a verdadeira grandeza do angulo por
elas formado é determinado na projecéo lateral. Os exemplos desta pagina mostram apenas situa-
¢bes que envolvem retas de perfil.

y=z

P2=p1=p’2=p's
Fs

F2

F, Fs ls

Ho=F,=H";=F"4 Hs VG H's

H, Ps

H,

Angulo entre duas retas de perfil concorrentes

As retas que aqui se mostram estéo definidas pelos seus tracos. I3 € a projecgéo lateral do ponto de intersecgéo;
nao se representam aqui as projegdes horizontal e frontal desse ponto por ndo serem necessarias.

y=z
b
A 3
A2 ° C3
C.
] VG
Ds
D, B,
B
D+ as
X
A, /
ar=a, b25b1
Ci
By

Angulo entre duas retas de perfil enviesadas

As retas que aqui se mostram estéo definidas por pontos que néo sao os tragos. Tratando-se de retas concor-
rentes, o modo de resolver seria idéntico.
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Aqui mostra-se o processo observado na pagina anterior, aplicado a situagées que envolvem a reta
de perfil com as retas de topo e vertical, uma vez que também essas retas sao paralelas ao plano

lateral de projecgéao.

y=z
t1=p2=py
Fs
F2
I3 3
(t2)=F’> F's
VG
Ho=F=F’, Hs
X
P3
Hy

Angulo entre uma reta de perfil e uma reta de topo

As retas que aqui se mostram tém o mesmo valor de abcissa, pelo que sédo concorrentes. |3 € a projecao lateral
do ponto de intersec¢ao; ndo se representam aqui as projegdes horizontal e frontal desse ponto por serem des-
necessarias.

y=z
VG
A2 A3
a=a, Vo
B
B, °
as
H2 H3
X
V3

Ay

(v1)=H;
B4

Angulo entre uma reta de perfil e uma reta vertical

As retas que aqui se mostram sao enviesadas, estando a reta de perfil definida por dois pontos que ndo sao os
seus tragos. Sendo as retas concorrentes, 0 modo de resolver sera idéntico.
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Angulo entre duas retas obliquas

Quando duas retas sao obliquas, a verdadeira grandeza do angulo entre elas determina-se rebaten-
do as retas sobre um plano horizontal ou frontal, recorrendo ao processo do tridngulo do rebatimen-
to. Este processo esta explicado no capitulo Métodos Geométricos Auxiliares, na parte relativa aos

rebatimentos.
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Angulo entre duas retas obliquas

Aqui resolve-se a mesma situagdo duas vezes, a primeira rebatendo as retas sobre um plano horizontal, a
segunda sobre um plano frontal.
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Outras situagoes que se resolvem
recorrendo ao processo do triangulo do rebatimento

Quando uma reta é obliqua e outra é frontal ou horizontal surgem duas maneiras de resolver o exer-

cicio. Numa delas utiliza-se um plano que corta ambas as retas, na outra usa-se a reta frontal ou

horizontal como charneira.

lo f2
R Fa
(fo)=n,
X
f, I
F.=Fg
IR’
ni=ng VG
R/=RRr
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r fR

Angulo entre as retas
obliqua e horizontal

Utilizando um plano horizontal que contém a
reta horizontal, esta serve de charneira;
assim sendo, apenas rebate a reta obliqua,
com a ajuda do ponto P, ja que nesta situa-
¢ao o ponto | é fixo.

Se se utilizar um plano frontal, resulta uma
charneira frontal, o que darad uma situagéo
idéntica a do exercicio de cima, mas com o
tracado do rebatimento na projecao frontal.
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(fB)=n2

Angulo entre as retas
obliqua e frontal

Utilizando um plano horizontal, esta situa-
¢ao fica idéntica a que envolve duas retas
obliquas.

Se se utilizar um plano frontal contendo a
reta frontal, esta sera a charneira, apenas
rebatendo a reta obliqua, como sucede com
a opgao tomada no exercicio seguinte, em
que se utilizou um plano horizontal contendo
a reta horizontal.

P2

I
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Quando uma das retas € obliqua e a outra fronto-horizontal, ou se apresentam juntas as retas hori-

zontal e frontal, estamos perante situagées em que nenhum plano (horizontal ou frontal) corta simul-

taneamente as duas retas. Assim, sugere-se a utilizacdo de uma das retas como charneira.

o

2
I (fo)=a, Angulo entre as retas
obliqua e fronto-horizontal
Aqui utiliza-se um plano horizontal contendo
a reta fronto-horizontal, que fica como char-
X neira do rebatimento. Apenas a reta obliqua
Pr rebate, com ajuda do ponto P. A linha per-
pendicular a charneira, que parte de P4, fica
aqui oculta pela linha de chamada desse
R ponto.
Com um plano frontal contendo a mesma
reta, o resultado seria idéntico, mas com o
PEIN ai=ar tragado do rebatimento na projegao frontal.
VG
r
P1 PR,
Nr
Pr
f.=fr
VG
Angulo entre as retas Py’
horizontal e frontal -
Aqui utiliza-se um plano frontal contendo a 7R
reta frontal, charneira do rebatimento. Ape- N2 P>
nas a reta horizontal rebate, com ajuda do
ponto P.
Com um plano horizontal contendo a reta
horizontal, o resultado seria idéntico, mas X
com o tragado do rebatimento na projegéo
horizontal.
(hw)=f, l4
N4
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As situagbes que aqui se apresentam também podem ser resolvidas ora com um plano cortando as

duas retas, ora utilizando a reta projetante como charneira.

o

2

R, (fa)=n,

R1=Rg

r{=n4=nr

Angulo entre as retas
obliqua e de topo

Aqui o plano contém a reta de topo, sendo
esta a charneira. Assim sendo, apenas reba-
te a reta obliqua, com ajuda do ponto P. De
notar que a linha perpendicular a charneira
fica, neste caso, paralela ao eixo x.

Pode utilizar-se um plano frontal cortando as
duas retas, de onde resultara uma charneira
frontal. Nesse caso o exercicio seria idéntico
ao de cima, mas com o tragado do rebati-
mento na projecgao frontal.
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Angulo entre as retas
obliqua e vertical

Aqui utiliza-se um plano horizontal que ao
cortar as retas, d4 origem a uma charneira
horizontal. Neste caso, a linha que se traga
paralela a charneira coincide com ela, pelo
que o triangulo do rebatimento fica reduzido
ao segmento de reta [l4Ir].

Pode utilizar-se um plano frontal fazendo da
reta vertical a charneira. Nesse caso o exer-
cicio ficaria idéntico ao de baixo, mas com o
tragado do rebatimento na projecéo frontal.

P>

()=l

t1 EtR VG
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As situagbes que aqui se mostram envolvem a reta de perfil, sem que haja necessidade de recorrer

a sua projecao lateral. Pode também utilizar-se a reta horizontal ou a frontal como charneira.

VG
Pr
fo=fx Ar
B.=BR Nk
AR’
N2>=Ng
n2 A2
X
B,
(hw)Ef'l N1
+ -
/ A1
P1=p2

Angulo entre as retas
de perfil e horizontal

A reta de perfil esta definida pelos pontos A e
B, sendo A a intersecgdo com a reta horizon-
tal.

Utiliza-se um plano horizontal que corta a reta
p em B e a n em N, que definem a charneira
frontal f. A partir daqui aplica-se o triangulo do
rebatimento da forma habitual.

Pode também ser utilizado o plano horizontal
contendo a reta horizontal, que sera charnei-
ra. Desse modo apenas a reta de perfil reba-
te. Sera uma situagao idéntica a do exercicio
seguinte, mas com o tragado do rebatimento
feito na projecéo horizontal.

Angulo entre as retas
de perfil e frontal

A reta de perfil esta definida pelos pontos A e
B, sendo A a intersecgédo com a reta frontal.
Utiliza-se um plano frontal contendo a reta
frontal, que fica como charneira. Assim sen-
do, apenas a reta de perfil rebate, com ajuda
do ponto B.

Pode também ser utilizado o plano horizontal
cortando as duas retas. Desse modo apenas
a reta de perfil rebate. Serd uma situacado
idéntica a do exercicio anterior, mas com o
tragado do rebatimento feito na projegéo hori-
zontal.
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Angulo entre as retas obliqua e de perfil

A determinacdo do angulo entre uma reta obliqua e uma de perfil, pode ser mais complexa do que
as observadas nas pdaginas anteriores, caso obrigue a utilizacdo de um processo auxiliar, como

sucede no caso que aqui se apresenta.

y=z
P2=pP+
|2 |3
ro i
(f)=n; R, P, Ps
P3
R
Pr H,
X VG H3
IR
Hy
& P1=Pr
Ri=ZRRr
n{=NRr |1
Ir

Angulo entre as retas obliqua e de perfil

Aqui a reta de perfil esta definida pelo ponto I, de intersecgdo com a reta obliqua, e pelo seu trago horizontal. O
plano horizontal corta a reta r no ponto R e a p no ponto P. Para determinar a projegéo horizontal de P recorre-
se a projecao lateral da reta de perfil.

Se em vez do ponto H, fosse dado o ponto P da reta de perfil (ou outro idéntico), ndo haveria necessidade de
recorrer a projecao lateral da reta.

Neste caso em concreto, podia ter-se utilizado o proprio PHP para rebater as retas, utilizando desse modo os
tragos horizontais de ambas as retas, ja que o da reta obliqua existe dentro do espago disponivel. Contudo,
procedeu-se deste modo, recorrendo as projegOes laterais, ja que os enunciados poderdo nido deixar acesso
(devido as medida dadas) a um dos tragos de uma ou de ambas as retas. Ora, isso inviabiliza a utilizagao de
qualquer dos planos de projegdo como plano sobre o qual efetuar o rebatimento.
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Angulo entre retas enviesadas

Mostra-se aqui como se determina o angulo entre duas retas enviesadas obliquas. Por comparagao
com este exemplo, e através do estudo dos angulos entre outras retas, facilmente se adapta este

procedimento a essas outras.

S

R S (fa)=n;

rilr

Angulo entre retas obliquas enviesadas

Para determinar o angulo entre as retas r e s, enviesadas, fez-se cruzar por s uma reta r, paralela a r. De
seguida determinou-se o angulo entre essas retas concorrentes, que € igual ao das retas enviesadas.
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Angulos entre planos projetantes do mesmo género

A verdadeira grandeza do angulo entre dois planos projetantes pode-se determinar diretamente se

ambos os planos forem projetantes horizontais ou projetantes verticais.

fo B frr fa fwzhw
X
s ha
VG VG (hd)
hB
h1r
ho VG

Planos projetantes horizontais

A VG do angulo entre planos projetantes horizontais determina-se entre os seus tragos horizontais. Nestes
exemplos estdo sempre presentes planos verticais.

fB=hp
fo VG

fo
VG \ (fe)

VG frr

fy

hy ho ho h1r

Planos projetantes frontais

A VG do angulo entre planos projetantes frontais determina-se entre os seus tracos frontais. Em todos estes
exemplos estado presentes planos de topo.
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Angulos entre planos perpendiculares ao plano lateral de projecido

Nesta pagina mostra-se como se determina a verdadeira grandeza do angulo entre dois planos de

rampa, por dois processos.

y=z
I
frr
fa
X VG
la
htr
ha
f55h65i25i15i’25i,15h6R
frr F,
fa F’,
Fi=F,=H=H’, F'r VG
x=for Fr
htr Hq=Hg IR
i'r
ha
H\=H'R

Angulo entre os planos de rampa

Na primeira situagéo recorre-se aos tragos laterais dos planos. Como os planos de rampa sao perpendiculares
ao plano lateral de projecado, o dngulo entre os seus tragos laterais esta em verdadeira grandeza.

Na segunda situagao recorre-se ao rebatimento de um plano de perfil. As retas de perfil segundo as quais ele
corta os planos dados formam um angulo igual ao desses planos.
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Aqui determina-se a verdadeira grandeza do angulo entre o plano de rampa e os planos frontal e
horizontal, recorrendo aos tragos laterais. Estes exercicios podem também ser resolvidos através do

rebatimento de um plano de perfil, como na pagina anterior, ou através de outro método geométrico
auxiliar.

y=z

fa

VG

ha

Angulo entre um plano de rampa e um plano frontal

Tratando-se de dois planos perpendiculares ao plano lateral de projecédo, o &ngulo entre os seus tracos laterais
corresponde a VG do angulo entre os planos.

y=z
fa
(fm)=lr
VG
X
la
ha

Angulo entre um plano de rampa e um plano horizontal

Também aqui se indica a VG do angulo entre os planos nos seus tragos laterais.
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Angulos entre o plano de rampa e os planos de projecao
e os bissetores

Aqui determina-se o angulo que o plano de rampa faz com cada um dos planos de projegao e cada

um dos planos bissetores, recorrendo aos seus tragos laterais.

y=z
fo
VG Angulo entre o plano de rampa
0 e os planos de projegao
A VG do angulo que o plano faz com o PHP
esta indicado entre o seu trago lateral e o eixo
X, 0 que faz com o PFP esta indicado junto
X dos eixos y=z.
VG’
ho
y=z
o
VG
|B1/3
Angulo entre o plano de rampa
e os planos bissetores
A VG do angulo que o plano faz com o B3
esta indicado entre o seu trago lateral e o Hs
traco lateral desse bissetor, 0 mesmo sucede X
com 0 Bou.
VG’
ho [S]
I[32/4
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Angulo entre dois planos obliquos

Todas as situagdes que nao se resolvem diretamente, nem com recurso aos tragos laterais dos pla-

nos, resolvem-se recorrendo a retas perpendiculares aos planos, uma vez que o angulo entre elas é

igual ao angulo entre os planos.

As retas perpendiculares aos planos, no espago

O processo mais facil para determinar o angulo entre dois
planos (excetuando as situagbes estudadas anteriormen-
te) consiste em determinar o angulo entre duas retas que
sejam perpendiculares aos planos dados. O valor do
angulo entre as retas € o mesmo que existe entre os pla-
nos. Veremos, na imagem seguinte, que nao é necessario
determinar a reta de intersecgéo i, entre os planos.

fa

frr
(fo)=n, A,

B2

br

Angulo entre dois planos obliquos

Tragando duas retas concorrentes, cada uma perpendicular a um plano, determina-se a VG do angulo entre
essas retas, ja que o seu valor é igual ao do angulo entre os planos.
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Outras situagoes que se resolvem utilizando
retas perpendiculares aos planos

Aqui mostram-se outras situagdes que se resolvem recorrendo a retas perpendiculares aos planos.

Contudo, os tragados estdo apenas iniciados, dado que a determinagdo dos angulos entre as retas

daqui resultantes foi ja abordada aquando do estudo dos angulos entre retas.

fr I n2

rz
fo

frr

f2 fw

N4

he

Angulo entre os planos obliquo e vertical

As retas perpendiculares a estes planos sao a obli-
qua e a horizontal.

htr rs hw

Angulo entre os planos obliquo e de topo

As retas perpendiculares a estes planos séo a obli-
qua e a frontal.

fr I as n, |_ P
I
f f
B=hp fo 2 w
X X
hr r ho N4 hw
aiq O
l4 I fi

Angulo entre os planos obliquo e de perfil

As retas perpendiculares a estes planos sao a obli-
qua e a fronto-horizontal.
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Angulo entre os planos vertical e de topo

As retas perpendiculares a estes planos séo a hori-
zontal e a frontal.
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Mostram-se aqui mais situagdes que se resolvem recorrendo a retas perpendiculares aos planos,

também sem os exercicios resolvidos até ao fim.

f'IT I2E(t2) f'IT ra |2
r2
(fw)
V2
X X
t
h1r (h©) hr I
I
l4
|1E(V1)
Angulo entre os planos obliquo e frontal Angulo entre os planos obliquo e horizontal

As retas perpendiculares a estes planos sao a obli-

As retas perpendiculares a estes planos sdo a obli-
qua e de topo.

qua e a vertical.

Este processo pode também ser utilizado para a Este processo pode também ser utilizado para a
determinagdo do angulo entre o plano obliquo e o determinagdo do angulo entre o plano obliquo e o
PFP. PHP.
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Angulo entre os planos obliquo e de rampa

Esta situacao resolve-se também recorrendo a retas perpendiculares aos planos. Contudo, apresen-
ta-se como a mais complexa, dado que a reta perpendicular ao plano de rampa é de perfil, o que

implica recorrer a sua projecao lateral, por exemplo.

y=z
P2=p1
|2 |3
fmr r +
Ps
(fd)=n, R, Ps Ps
fa
X VG -
Pr la
Ir
hit ha
r
1 P,=Pg
Ri=Rg
n{=Nr |1
Ir

Angulo entre os planos obliquo e de rampa

Depois de se tragarem as retas r e p, respetivamente perpendiculares aos planos 1 e a, tragou-se o plano
horizontal 8, que corta essas rectas nos pontos R e P. Contudo, ndo sendo possivel indicar directamente a
projecgdo horizontal do ponto P, por se encontrar numa recta de perfil, esta determina-se através da sua
projeccao lateral. De notar que, para que a recta de perfil seja perpendicular ao plano de rampa, a sua
projeccao lateral tem de ser perpendicular ao trago lateral desse plano.
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Angulos entre o plano obliquo e os planos de projeciao

Mostram-se aqui dois processos para determinar a verdadeira grandeza do angulo entre um plano

obliquo e os planos de projegdo. Em cima recorre-se a retas perpendiculares aos planos (os traca-

dos estdo apenas iniciados); em baixo recorre-se as retas de maior declive e de maior inclinagéo.

frr 12=(t2) frr I,
ro M
V2
X X
t1
h1T h1r
r r
I
|1—(V1)
fr
i1'r2
HR i1'rR
F,=Fr
VG
X H, Fi X
I VG hTr
h
m H,=Hg
an
F
H1 R dTr1

Angulo entre o plano obliquo
e o plano frontal de projegao

Em cima traga-se uma reta perpendicular ao plano
obliquo e outra ao PFP. De seguida basta determi-
nar o angulo entre essas retas.

Em baixo rebate-se uma reta de maior inclinagao
para o PFP. A VG do angulo situa-se entre a reta
rebatida e a sua projegéo frontal.
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Angulo entre o plano obliquo
e o plano horizontal de proje¢ao

Em cima traga-se uma reta perpendicular ao plano
obliquo e outra ao PHP. De seguida basta determi-
nar o angulo entre essas retas.
Em baixo rebate-se uma reta de maior declive para
o PHP. A VG do angulo situa-se entre a reta rebati-
da e a sua projecao horizontal.
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Angulos entre o plano obliquo e os planos bissetores

Sendo os bissetores planos de rampa, as retas que lhes sdo perpendiculares sao de perfil. Aparen-

temente, sera necessario recorrer ao plano lateral de projecao para resolver estas situagdes. Contu-

do, existe um processo muito simples e pratico, que aqui se mostra.

Estes exercicios nao se apresentam completos, mostrando apenas aquilo que é novidade. Para os

completar rebatem-se as retas pelo processo do tridngulo do rebatimento.

frr
R, (f8)=n, Angulo entre o plano
P obliquo e o B4
2
r Para tragar uma reta de perfil perpendicular
2 ao B, basta que a distancia entre os pontos
\/ que a definem seja a mesma entre as proje-
/\ ¢Oes frontais e as horizontais, estando essas
X pela ordem que se apresenta.
Um desses pontos € |, a intersecgdo com a
R reta perpendicular ao plano obliquo, o outro é
! P, por onde passa o plano sobre o qual se vai
htr fazer o rebatimento, em torno da reta n, que é
P, a charneira.
rq
1 Nni1=nNR
I
P1=p2
Angulo entre o plano
obliquo e o B3
Em relagdo ao exercicio anterior, basta
mudar a posicao relativa das projecbes dos X

pontos | e P, para que reta de perfil seja per-
pendicular ao B13.

Para variar, aplica-se aqui um plano frontal a
passar pelo ponto P, que origina uma char-
neira frontal.
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htr

(h3)=f, R

P4
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Angulos entre retas paralelas a um plano de projecdo
e planos perpendiculares ao mesmo plano

A VG do angulo entre dois planos projetantes pode determinar-se diretamente se ambos os planos

forem projetantes horizontais ou projetantes verticais.

fo frr fa
(t2)
No az T
X
5 ha
VG VG 1
N4
htr
he Ul ve

Angulos entre retas paralelas ao plano horizontal de projegdo
e planos perpendiculares a esse plano

A VG do angulo entre estes elementos determina-se diretamente entre as proje¢des horizontais das retas e os
tragos horizontais dos planos.

V2
f, VG
fo
VG b,
VG frr
fy
X /
b4
f; 1
hy ho T (v1)

Angulos entre retas paralelas ao plano frontal de projegdo
e planos perpendiculares a esse plano

A VG do angulo entre estes elementos determina-se diretamente entre as projegbes frontais das retas e os tra-
¢os frontais dos planos.
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Angulos entre retas paralelas ao plano lateral de projecio

e planos perpendiculares ao mesmo

As situagdes aqui apresentadas resolvem-se facilmente recorrendo ao plano lateral de projegao,

pelo que é esse o processo utilizado.

frr

y=z

P2=p1

F2

Ho=F

Fs

Ps
Hs

htr

VG

H,

F2

P2=p1

Angulo entre a reta de perfil
e o plano de rampa

Ao lado, a VG do angulo entre estes dois
elementos esta indicada entre a proje-
¢ao lateral da reta e o trago lateral do
plano.

Outras situagoes
com resolugao idéntica

Em baixo estdao outras situagdes com
resolugdo idéntica, que envolvem as
retas de perfil, de topo e vertical, com os
planos frontal, horizontal e de rampa.
Nao se apresentam resolugbes dadas as
semelhangas com a situagao anterior.

F2
(fB)

Ho=F;

(ha)

Ho=F

H;

&

(t2)=F2 [

Fi

P2=p1

H;

o
V2

H,

ty

hd
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(v1)=H;

hd
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Angulos entre a reta de perfil e os planos de projecio
e os bissetores

Aqui determina-se o angulo que a reta de perfil faz com cada um dos planos de projegéo e cada um

dos planos bissetores, recorrendo a projecao lateral da reta.

y=z
Fs
F2
P2=p1
VG
Angulos entre a reta de perfil
e os planos de projegao
F1=H, Hs Na projecdo lateral, o angulo que a reta faz
X com o PFP esta indicado junto de F;, o que
faz com o PHP esta indicado junto de Hs.
VG’
Hs P3
y=z
F
Fa °
VG
P2=p1 1B1s3
Angulos entre a reta de perfil
e os planos bissetores _
o . F1=H; Hs
Na projecédo lateral, o angulo que a reta faz
com os planos bissetores esta indicado junto X
dos tragos laterais desses planos.
VG’
H1 Ps
IBZM
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Angulo entre a reta obliqua e o plano obliquo

Aproveita-se esta situagdo para explicar o processo geral que se utiliza para determinar angulos

entre retas e planos. Este processo € idéntico ao ja utilizado entre planos, onde a ideia consiste em

resolver as situacdes com recurso a retas. E utilizado para as situacdes nao abrangidas nas paginas

anteriores.

(fa)=n,

R

frr

Angulo entre uma reta e um plano,
no espaco

O angulo entre a reta e o plano € o que se indi-
ca em baixo. Como no tragado das projegoes &
muito complexo ter acesso a esse angulo, utili-
za-se um processo que determina indiretamen-
te a medida desse angulo. Para tal utiliza-se
uma reta perpendicular ao plano, concorrente
com a reta dada. Acha-se o angulo entre essas
retas, a°, que é o complementar do angulo
entre a reta e o plano.

A linha tragada no plano nao surge representa-
da nas projecoes.

Angulo entre uma reta e um plano,
nas projegoes
Para determinar a VG do angulo entre a

reta r e o plano T, procede-se da seguinte
maneira:
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1. Cruza-se com a reta r a reta p, perpendi-
cular ao plano;

2. Pelo processo do tridngulo do rebatimen-
to, acha-se a° entre essas retas, em VG;

3. Tragando uma linha perpendicular a uma
das retas rebatidas, a partir de I, obtém-se
0 angulo complementar desse, cuja medida
€ a da VG entre a reta e o plano dados.
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Outras situagoes que se resolvem
utilizando uma reta perpendicular ao plano

O processo utilizado na pagina anterior pode aplicar-se entre a reta obliqua e todos os planos. Mos-

tra-se aqui apenas o comego de cada exercicio; a continuagao consiste em achar a verdadeira gran-

deza do angulo entre a reta dada e a que é perpendicular ao plano, e marcar o complementar.

l2

fB

p2

O l>

/
fw

p2

P1

(f5)

p2

P1
I
hw
Iz\

p2

r2

htr=fmr

rq

P4
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(h6)

/ 12=(p2)
1

N\

Angulos entre a reta obliqua
e outros planos

Nestes casos temos a reta obliqua e os planos de
topo, vertical, horizontal, frontal e de perfil. Em
todos eles existe uma reta p, perpendicular ao pla-
no.

Para continuar estes exercicios rebatem-se as
retas sobre um plano horizontal ou frontal.
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Na continuagado dos exemplos mostrados na pagina anterior, mostram-se aqui outros que se resol-

vem recorrendo ao mesmo processo, envolvendo planos e retas diversas.

> ] l2
Ny B P2

e

fw
p2

hB hw o]
N4

P1 i

P2 p2

d2=0Q1 J2=0Q1 fw

hg

hw

4=q Angulos entre retas e planos diversos
2=(1

fB Aqui temos as retas horizontal, frontal e de perfil,
assim como os planos de topo, vertical e obliquo.
Em todos os exercicios existe uma reta p, perpen-
dicular ao plano.

Para continuar estes exercicios rebatem-se as

retas sobre um plano horizontal ou frontal.

Nos casos que envolvem a reta de perfil pode
haver necessidade de recorrer as suas projegdes
laterais.

P1 l4
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Angulo entre a reta obliqua e o plano de rampa

O processo utilizado para determinar a verdadeira grandeza do angulo entre uma reta obliqua e um
plano obliquo aplica-se aqui também.

Este exercicio resulta idéntico ao que envolve uma reta de perfil e um plano obliquo, pois em ambos
0s casos se conjugam uma reta de perfil com uma obliqua.

y=z
P2=p+
|2 |3
P
0]
(f5)=n; Rz P, Ps
frr
Pr R
o
X T /ve
la
Ir
hTt
rq
Pi=Pgr
_ Ri=Rgr
n{=nNgr
l4
Ir

Angulo entre a reta obliqua e o plano de rampa

A reta p cruza a reta r no ponto | e é perpendicular ao plano 11, 0 que se confirma na perpendicularidade entre a
sua projeccéao lateral e o traco lateral do plano. Aqui, o rebatimento das rectas é efectuado sobre um plano
horizontal. Para determinar a projecgéo horizontal do ponto P recorreu-se a sua projecgéo lateral.
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Angulos entre a reta obliqua e os planos de projecao
e os bissetores

Mostra-se aqui estas situagdes segundo processos diferentes. Para que a explicagao fique mais cla-

ra, em baixo ndo se apresenta o tragado completo, faltando rebater as retas.

B, e

B,=Bg
SR
S2 3 Ar VG
S2
A, (f5)
A,
X X
B, (hp)
$1 | B1
A=hg VG >
/A1
SR Br

Angulos entre a reta obliqua e os planos de projegdo

Utiliza-se aqui o rebatimento simplificado para determinar estes angulos. A esquerda rebate-se a reta sobre um
plano horizontal; a direita rebate-se sobre um plano frontal. A VG encontra-se entre a reta rebatida e a sua pro-
jegdo no plano sobre o qual ela rebateu. A esquerda temos a VG com o PHP, a direita com o PHP.

B, / Bz/

32 82 +

A, P, (f0)=n,

A, P, (f0)=n,

P1=p2

pP1=p2

Angulos entre a reta obliqua e os planos bissetores

Para determinar estes angulos utilizam-se retas perpendiculares aos bissetores, que sdo de perfil. Para que
uma reta seja perpendicular a um bissetor basta ter dois pontos cuja sequéncia das proje¢des se apresente
como aqui se mostra. A reta de perfil da esquerda é perpendicular ao By, a da direita & perpendicular ao Bys.
Para concluir estes exercicios basta rebater as retas e indicar como VG o angulo complementar delas.
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Angulo entre planos definidos por retas

Se os planos estiverem definidos por retas ha que tragar retas paralelas aos seus tragos, para se

poder tracar retas perpendiculares aos planos. Se um dos planos definido por retas for de rampa,

havera necessidade de recorrer as projegdes laterais. Essa situagdo ndo se mostra aqui, mas fica-

se com uma ideia daquilo que é necessario fazer nesse caso observando o segundo exercicio da

pagina seguinte.

P2
fo q
D' 2
IV
2 bz C f’z D2
ny A2 C2 n’2
Bz D,Z
/ , P,
X
B1 f,1
f1 A1 C1 D1
A
(o
n
! aq b1 P1 D’1
n
d, P, !
C1

Angulos entre planos definidos por retas

A esquerda, as retas paralelas a e b definem um plano; a direita, as retas concorrentes ¢ e d definem outro. As
retas horizontais e frontais tragadas num e noutro dao a diregdo dos tragos desses planos. A reta p é perpendi-
cular a um plano, a reta p’ é perpendicular ao outro. Para concluir o exercicio basta rebater essas retas e indi-
car a VG do angulo entre elas.
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Angulos entre uma reta e planos definidos por retas

Mostra-se aqui como se procede para determinar o dngulo entre uma reta obliqua e um plano defini-
do por duas retas paralelas. Se a reta for de perfil ou o plano for de rampa (como se mostra na
segunda situagcao) sera necessario recorrer a projecao lateral, por exemplo. Os exercicios nao se

apresentam completos para nao sobrecarregar os tragados.

fa
: az
A’ by
P2 .
Ny A, | Angulo entre a reta obliqua e um
B, 2 plano obliquo definido por retas
, Para tragar uma reta perpendicular a um
P plano definido por retas (sejam paralelas
/ ou obliquas) representa-se uma reta
X \ horizontal e outra frontal desse plano. A
reta perpendicular ao plano sera perpen-
dicular a essas retas. Para terminar o
f A B+ exercicio basta rebater as retas re p e
1 1 re indicar como VG o complementar do
A’y angulo entre elas.
n, P4
a4 b1
I
y=z
02=Q91=p2=p1
I3 as
r I
as 2 A3
Az
82 B3
ba
J2 J3
X /
b, l1 Ps
B
rq J1
a4
/ A

Angulo entre uma reta obliqua e um plano de rampa definido por duas retas

Um plano definido por duas retas fronto-horizontais € um plano de rampa; uma reta perpendicular a esse plano
é de perfil. Para a determinar utiliza-se aqui a reta de perfil q, do plano. A reta pretendida, p, tera que ser per-
pendicular a essa, o que se confirma na projegao lateral. Também aqui, para terminar o exercicio basta rebater
as retas r e p e indicar como VG o complementar do seu angulo.
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Angulos — Exercicios

Angulos entre retas paralelas ao mesmo
plano de projegao

1. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- n, horizontal, com traco em F(1;0;4), fazen-
do 35°ad;
- m, horizontal, com trago em F’(4;0;-2), fa-
zendo 70°ad.

2. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- f, frontal, com tragco em H(3;0;0), fazendo
50°ad;
- g, frontal, com trago em H’(-1;-4;0), fazendo
30°ae.
Indicar também o ponto de cada reta que fica mais
préximo da outra.

3. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- h, fronto-horizontal do B+, com -2,5cm de
afastamento;
- n, horizontal, que contém P(-4;-6;4), fazen-
do 50°ad.
Indicar também o ponto de cada reta que fica mais
préximo da outra.

4. Determinar a VG do angulo entre as retas:

- t, de topo, com 2cm de abcissa e 3cm de

cota;

- f, frontal, que contém R(1;4;2) e faz 25°d.
Indicar também o ponto de cada reta que fica mais
préoximo da outra.

5. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- p, de perfil, definida por H(4;3;0) e F(4;0;-6);
- q, de peffil, definida por A(4;6;1) e
B(4;-1;7).

Determinar também o ponto |, intersecgéo entre as

retas.

6. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- p, do exercicio anterior;
- b, de perfil, que contém K(7;-1,5;3) e é
passante.
Determinar também o ponto de cada reta que fica
mais proximo da outra.

7. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- q, do exercicio 5;
- v, vertical, com 3cm de afastamento e 4cm
de abcissa.
Determinar também o ponto |, intersecgéo entre as
retas.

8. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- b, do exercicio 6;
- 1, de topo, com -4cm de cota e 3cm de ab-
cissa.
Determinar também o ponto |, intersecgéo entre as
retas.
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Situagdes diversas de angulos entre retas

9. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- 1, que contém H(5;7;0) e P(-2;-1;5);
- s, que contém P e é paralela ao .4, fazen-
do a sua projegao frontal 50°ae.

10. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- r, do exercicio anterior;
- n, horizontal, concorrente com r no seu
ponto com 2cm de cota, fazendo 25°d.

11. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- s, do exercicio 9;
- a, concorrente com s no seu trago horizon-
tal, sendo paralela ao B1/; e fazendo a sua
projegao frontal 30°ae.

12. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- a, do exercicio anterior;
- h, fronto-horizontal, concorrente com a no
seu ponto com 1cm de cota.

13. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- b, que contém B(1;4;6) e é passante num
ponto com 5cm de abcissa.
- 1, de topo, concorrente com b em B.

14. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- b, do exercicio anterior;
- v, vertical, concorrente com b em B.

15. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- b, do exercicio 13;
- ¢, passante num ponto com -2cm de ab-
cissa e concorrente com b em B.

16. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- n, horizontal, que contém S(2;3;1) e faz
45°ae;
- f, frontal, que contém S e faz 30°ae.

17. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- r, que contém A(2;2;1) e B(6;4;4);
- p, de perfil, que contém A e C(2;6;3).

18. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- r, do exercicio anterior;
- q, de perfil, que contém A e é paralela ao

B1/3-

19. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- s, que contém C(2;2;2) e D(6;6;5);
- m, que contém K(-2;4;6) e L(-4;7;8).

20. Determinar a VG do angulo entre as retas:
- s, do exercicio anterior;
- n, horizontal, com trago em F(-3;0;2), fazen-
do 70°%e.
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Angulos entre planos perpendiculares ao
mesmo plano de projecao

21. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- a, vertical, que cruza o eixo x no ponto de
abcissa nula e faz 50°ae;
- B, vertical, que cruza o eixo x num ponto
com 3cm de abcissa e faz 20°ae.

22. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- 8, de topo, que cruza o eixo x num ponto
com -2cm de abcissa e faz 55°d;
- 11, de perfil, com abcissa nula.

23. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- 0, do exercicio anterior;
- 9, horizontal com -2,5cm de cota.

24. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- p, cujos tracos tém 2cm de cota e 4cm de
afastamento;
- g, perpendicular ao B4, cujo trago frontal
tem 5cm de cota.

25. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- w, cujos tragos tém -3cm de cota e 4cm de
afastamento;
- @, frontal, com 2cm de afastamento.

26. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- 1T, passante, que contém o ponto P(3;3;2);
- v, horizontal, com -3cm de cota.

Situacoes diversas de angulos entre planos

27. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- 0, que cruza o eixo x hum ponto com -1cm
de abcissa, fazendo os seus tragos frontal e
horizontal 50°ae e 35°e, respetivamente.
- 8, que cruza o eixo x num ponto com 2cm
de abcissa, fazendo os seus tragos frontal e
horizontal 40°ad e 60°ad, respetivamente.

28. Determinar a VG dos angulos entre os planos:
- 0, do exercicio anterior;
- PFP e PHP.

29. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- a, perpendicular ao B4, que cruza o eixo x
num ponto com -3cm de abcissa, fazendo o
seu trago frontal 60°ad;
- &, vertical, que cruza o eixo x num ponto
com 2cm de abcissa, fazendo 25°e.

30. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- a, do exercicio anterior;

- Buss;

31. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- 0, do exercicio 29;
- p, de topo, que cruza o eixo x num ponto
com 2cm de abcissa e faz 50°ad.

32. Determinar a VG do angulo entre os planos:

- p, do exercicio anterior;

- 82/4-
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33. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- Y, que cruza o eixo X num ponto com 6¢cm
de abcissa, fazendo os seus tragos frontal
e horizontal 65°e e 25°d, respetivamente;
- w, de perfil, com 1cm de abcissa.

34. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- Y, do exercicio anterior;
- T, cujos tragos tém 3cm de cota e 2cm de
afastamento.

35. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- Y, do exercicio 33;

- 52/4-

36. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- 8, perpendicular ao B4, que cruza o eixo X
num ponto com -4cm de abcissa, fazendo o
seu trago horizontal 50°ad;
- 0, que cruza o eixo x num ponto com 2cm
de abcissa, fazendo os seus tragos frontal e
horizontal 35°ad e 50°ad, respetivamente.

Angulos entre retas paralelas e planos per-
pendiculares ao mesmo plano de proje¢ao

37. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:
- n, horizontal, que tem trago em F(-2;0;-2) e
faz 65%e;
- 0, vertical, que cruza o eixo x num ponto
com -2cm de abcissa e faz 30°ae.

38. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:
- a, fronto-horizontal, que tem -4cm de cota
e 3cm de afastamento;
- a, de topo, que cruza o eixo x num ponto
com 2cm de abcissa, fazendo 35°ad.

39. Determinar a VG do angulo entre a reta e os
planos:
- p, de perfil, cujos tragos séo H(6;-3;0) e
F(6;0;5);
- PHP e PFP.

40. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:
- p, do exercicio anterior;
- p, cujos tragcos tém 2cm de cota e -6cm de
afastamento.

41. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:
- v, vertical, com 3cm de abcissa e 3cm de
afastamento;
- w, passante, que contém o ponto T(4;-3;2).

42. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:
- t, de topo, com 4cm de abcissa e -4cm de
afastamento;
- w, do exercicio anterior.
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Angulos entre retas paralelas e planos per-
pendiculares ao mesmo plano de projecao
(Continuagao)

43. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:
- q, de perfil, que contém os pontos A(3;-4;1)
e B(3;1,5;5);
- v, horizontal, com -2cm de cota.

44. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:

- g, do exercicio anterior;

- @, frontal, com -4cm de afastamento.

Situagoes diversas de dngulos entre retas e
planos

45. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:
- r, que contém P(2;6;4), fazendo as suas
projecdes frontal e horizontal 30ad e 40°ad,
respetivamente;
- TT, que cruza o eixo x num ponto com 4cm
de abcissa, sendo os seus tragos paralelos
as projecdes homonimas de r.

46. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:
- r, do exercicio anterior;
-y, vertical, que cruza o eixo x num ponto
com -2cm de abcissa e faz 65°ae.

47. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:
- r, do exercicio 45;
- 0, cujos tragos tém 4cm de afastamento e
3cm de cota.

48. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:

- r, do exercicio 45;

- PHP.

49. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:
- s, cujo trago frontal é F(6;0;7) fazendo as
suas projegdes frontal e horizontal 35°%e e
60°ad, respetivamente.
- B, que cruza o eixo x num ponto com 3cm
de abcissa, fazendo os seus tragos frontal e
horizontal 65°e e 25°ad, respetivamente.

50. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:

- s, do exercicio anterior;

- PFP.

51. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:
- s, do exercicio 49;

- B1/3-

52. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:

- t, de topo, que contém o ponto T(1;4;4);

- B, do exercicio 49.
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53. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:
- n, horizontal, que contém N(4;1;4), fazendo
45ae;
- 0, cujos tracos tém 4cm de afastamento e
2,5cm de cota.

54. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:
- p, cujos tracos séo H(3;-4;0) e F(3;0;2,5);
- 0, que cruza o eixo X num ponto com -4cm
de abcissa, cujos tragos frontal e horizontal
fazem 25°ae e 60°ae, respetivamente.

Situagbes que envolvem planos definidos
por retas ou por pontos

55. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- p, definido pelas retas paralelas a e b, que
contém A(2;3;4) e B(2;6;1), fazendo as suas
projecdes frontais e horizontais 45°%e e
30°ad, respetivamente.
- w, de topo, que cruza o eixo x num ponto
com -3cm de abcissa, fazendo 40°ad.

56. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- p, do exercicio anterior;
- 1, definido por iy, que contém P(-6;5;1),
fazendo as suas projecdes frontal e hori-
zontal 35°ae e 45°d, respetivamente.

57. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- p, do exercicio 55;
- PHP e PFP.

58. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- y, definido por A(6;5;1), B(2;1;4) e C(0;3;0);
- 0, de perfil, com -4cm de abcissa.

59. Determinar a VG do angulo entre os planos:
- Y, do exercicio anterior;

- Baa.
60. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-

- n, horizontal, cujo traco é F(2;0;5), fazendo
65°%e;

- a, definido por dq, que contém H(0;5;0) e &
paralela ao B4, fazendo a sua projecgédo
frontal 50°ad.

61. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:

- v, vertical, com trago em H(2;5;0);

- a, do exercicio anterior.

62. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-
no:
- p, do exercicio 55;
- h, fronto-horizontal, com 3cm de cota e 4cm
de afastamento.

63. Determinar a VG do angulo entre a reta e o pla-

- Y, do exercicio 58;
- p, de perfil passante, contendo P(1;3;6).

Angulos - 35




